
ICTAAT TOEGEPASTE MECHANICA / DRAAGCONSTRUCTIES 

BIJZONDERE BALKCONSTRUCTIES 

TECHNISCHE HOGESCHOOL DELFT 
AFDELING BOUWKUNDE 

VAKGROEP TOEGEPASTE MECHANICA / 
/ DRAAGCONSTRUCTIES 

1 PROF.IR. D. DICKE / IR. W.A. EISMA 

1 FEBRUARI 1978 



14 
14 
14.0.1 

BIJZONDERE BALKCONSTRUCTIES 
INLEIDING 

1 

14 BIJZONDERE BALKCONSTRUCTIES 
Een b a l k c o n s t r u c t i e w a a r b i j h e t d r a a g v e r 

mogen van een b a l k w o r d t v e r g r o o t d o o r h e t 

aanbrengen van een e e n v o u d i g systeem van 

s c h a r n i e r e n d aan e l k a a r v e rbonden s t a v e n 

noemen we een v e r s t e r k t e b a l k . 

We gaan ons bezighouden met v e r s t e r k t e 

b a l k e n en z u l l e n nagaan hoe de k r a c h t s v e r 

d e l i n g i n deze b a l k e n kan worden b e p a a l d . 

Een b a l k c o n s t r u c t i e w a a r b i j h e t d r a a g v e r 

mogen van een b a l k w o r d t v e r g r o o t d o o r h e t 

aanbrengen van een eenvou d i g systeem van 

s t a v e n d a t w o r d t opgehangen aan o f onder

s t e u n d door d a a r t o e a a n g e b r a c h t e s t e u n 

p u n t e n , noemen we een hangwerk r e s p . 

s p r i n g w e r k . 

De b e p a l i n g van de k r a c h t s v e r d e l i n g i n 

hang- en s p r i n g w e r k e n v e r t o o n t v e e l o v e r 

eenkomst met d i e van v e r s t e r k t e b a l k e n . 

V e r s t e r k t e b a l k e n , hang- en s p r i n g w e r k e n 

beschouwen we a l s b i j z o n d e r e b a l k c o n s t r u c -

t i e s . We gaan ons met deze b i j z o n d e r e 

b a l k c o n s t r u c t i e b e z i g h o u d e n . 

B a l k e n d i e door de l e n g t e van hun o v e r 

s p a n n i n g o f door de b e l a s t i n g d i e z i j 

moeten dragen n i e t o f n i e t meer v o l d o e n d e 

draagvermogen b e z i t t e n kunnen worden v e r 

s t e r k t door h e t aanbrengen van een systeem 

van s t a v e n . 

V e r s t e r k t e b a l k e n worden soms t o e g e p a s t i n 

eenvoudige d r a a g c o n s t r u c t i e s en a l s h u l p 

c o n s t r u c t i e s t i j d e n s de bouw. 

Hang- en s p r i n g w e r k e n komen meer v o o r i n 

de bruggenbouw en soms a l s h u l p c o n s t r u c t i e 

t i j d e n s de bouw. 
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V e r s t e r k t e b a l k e n kunnen ook worden t o e g e 

p a s t b i j r e s t a u r a t i e w e r k z a a m h e d e n wanneer, 

b.v. door h e t s l o p e n van een muur, h e t 

draagvermogen van de v l o e r b a l k e n n i e t meer 

vold o e n d e i s door de g r o t e r e l e n g t e van de 

o v e r s p a n n i n g . 

Hangwerken v e r t o n e n qua vorm e n i g e overeen

komst met k a b e l c o n s t r u c t i e s ( h o o f d s t u k 1 5 ) , 

S p r i n g w e r k e n v e r t o n e n qua vorm e n i g e o v e r 

eenkomst met b o o g c o n s t r u c t i e s en d r i e s c h a r 

n i e r s p a n t e n ( h o o f d s t u k 16 en 1 7 ) . 

uitgebouwde bekistings dragers. Be ligger zelf 
bestaat uit V~vormige vakwerkelementen. 

drager met trekstang 

3,50 15,00 vvvwxnT^ 3,50 15,00 

I 

D i t h o o f d s t u k i s opgebouwd u i t 

1 . v e r s t e r k t e b a l k e n 

2. andere c o n s t r u c t i e s 

3. z e l f t o e t s 

4. v o o r b e e l d e n 

5. v r a a g s t u k k e n 

7B01te 
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1. VERSTERKTE BALKEN 

LU..I.LL M l i 

N 

B 

5 

È 

We kunnen h e t draagvermogen van een b a l k AB 

v e r g r o t e n d o o r aan de o n d e r z i j d e v a n deze 

b a l k de s t a v e n AE, EF, FB-, CE en DF aan t e 

brengen. Deze s t a v e n worden s c h a r n i e r e n d 

met e l k a a r en met de b a l k verbonden. 

B a l k AB w o r d t zodoende n i e t a l l e e n door de 

o p l e g g i n g e n i n A en B o n d e r s t e u n d maar ook 

door de s t a v e n CE en DF i n C en D. 

Tengevolge van de b e l a s t i n g van b a l k AB 

o n t s t a a n i n de o p l e g g i n g e n de r e a c t i e 

k r a c h t e n H^, V^_^ en Vg_^ en i n de s t a v e n 

CE en DF de k r a c h t e n S„^ en S^„. 
LHj . DF 

De s t a v e n CE en DF worden op hun b e u r t 

weer o n d e r s t e u n d door h e t s t a a f s y s t e e m 

AEFB. De ophangpunten A en B van d i t 

systeem worden g e k o p p e l d door b a l k AB, 

d i e a l s d r u k s t a a f f u n g e e r t . 

Het s t a a f s y s t e e m AEFB met d r u k s t a a f AB 

w o r d t b e l a s t door de k r a c h t e n S„„ en S„„. 
L-Ji Ui; 

Tengevolge van deze b e l a s t i n g o n t s t a a n i n 

de o p l e g g i n g e n A en B de r e a c t i e k r a c h t e n 

V^_2 en Vg_2 en i n de s t a v e n AE, EF en BF 

de t r e k k r a c h t e n Ŝ ,̂, S^j, en Sg^. 

We z i e n dus d a t b a l k AB w o r d t b e l a s t door 

- de u i t w e n d i g e k r a c h t e n t e n g e v o l g e van 

de b e l a s t i n g 

- de r e a c t i e k r a c h t e n H^, V^ en V^ i n de 

o p l e g g i n g e n A en B 

w a a r b i j g e l d t : 

- de s t a a f k r a c h t e n S 
AE ^CE' ^DF ®^ ^BF 
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Een b a l k d i e b e h a l v e door z i j n o p l e g g i n g e n 

nog w o r d t o n d e r s t e u n d door een systeem v an 

s t a v e n noemen we een v e r s t e r k t e b a l k . 

^ ö _ ^ u .O 

B 

Nt 

Een v e r s t e r k t e b a l k i n de vorm z o a l s ge

t e k e n d i s een éénvoudig s t a t i s c h onbepaalde 

c o n s t r u c t i e . D i t w o r d t a l s v o l g t d u i d e l i j k . 

S t e l k r a c h t S^^ i n s t a a f EF h e e f t de g r o o t t e 

H ( t r e k ) . U i t h e t e v e n w i c h t van de knoop

p u n t e n E en F v o l g t dan d a t de k r a c h t e n S 

en S_„ de g r o o t t e H ( d r u k ) hebben en de 
CE 

k r a c h t e n S^^ en S^^ de g r o o t t e H/2 ( t r e k ) . 

De g r o o t t e van de genoemde k r a c h t e n kan ook 

eenv o u d i g worden b e p a a l d u i t een p o o l f i g u u r . 

Het s t a a f s y s t e e m AEFB i s immers n i e t s anders 

dan de s t a n g e n v e e l h o e k behorende b i j de 

k r a c h t e n Ŝ ^̂  en Ŝ ^̂,. 

H i e r b i j moet worden opgemerkt d a t a l l e e n de 

vorm van de p o o l f i g u u r en de s t a n g e n v e e l h o e k 

bekend i s , de g r o o t t e van H i s e c h t e r nog 

onbekend. 

De b e l a s t i n g van de b a l k i s dus, i n d i e n 

k r a c h t S^^ = H, a l s aangegeven i n de f i g u u r , 

We hebben t e maken met v i e r onbekende krach

t e n : H 
A' V^, V en H. 

^ B 
We b e s c h i k k e n o v e r s l e c h t s d r i e e v e n w i c h t s -

v e r g e l i j k i n g e n : 

EH = 0; EV = 0; EM = O. 
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H 

-imr. 64a^. m^ep^ 

Voor h e t t o t a l e e v e n w i c h t d o e t de vorm van 

een c o n s t r u c t i e e r n i e t t o e . 

D i t b e t e k e n t d a t de d r i e onbekende r e a c t i e 

k r a c h t e n H^, V^ en Vg i n de o p l e g g i n g e n van 

een v e r s t e r k t e b a l k d i r e c t kunnen worden be

p a a l d u i t de e v e n w i c h t s v o o r w a a r d e n . VJe kun

nen zeggen d a t de b a l k s t a t i s c h b e p a a l d i s 

opg e l e g d o f d a t de b a l k u i t w e n d i g s t a t i s c h 

b e p a a l d i s . 

Na h e t b e p a l e n van h e t u i t w e n d i g e v e n w i c h t 

b l i j f t i n een v e r s t e r k t e ' b a l k a l s e n i g e 

onbekende k r a c h t over de i n w e n d i g e k r a c h t H. 

We zeggen daarom d a t een v e r s t e r k t e b a l k 

i n w e n d i g s t a t i s c h o nbepaald i s . 

Omdat e r sp r a k e i s van s l e c h t s êên onbekende 

k r a c h t i s de c o n s t r u c t i e éénvoudig s t a t i s c h 

o n b e p a a l d . 

S n i j d e n we s t a a f EF eens middendoor - h e f f e n 

we dus de w e r k i n g v an k r a c h t H op - dan hou

den we dus een s t a t i s c h b e p a a l d e c o n s t r u c t i e 

o v e r . 

Brengen we i n b a l k AB een s c h a r n i e r S aan dan 

o n t s t a a t een c o n s t r u c t i e v o r m van een v e r s t e r k t e 

b a l k d i e s t a t i s c h b e p a a l d i s . Door h e t aan

bre n g e n van h e t s c h a r n i e r S o n t s t a a t immers 

de voorwaarde ZMg = O. 

S n i j d e n we nu s t a a f EF weer middendoor dan 

z a l de c o n s t r u c t i e d i r e c t b e z w i j k e n . 



14 14 BIJZONDERE BALKCONSTRUCTIES 
14.1.4 VERSTERKTE BALKEN 

6 

We gaan ons bezighouden met v e r s t e r k t e b a l 

ken met een s c h a r n i e r S en z u l l e n nagaan 

hoe de k r a c h t s v e r d e l i n g i n zo'n b a l k kan 

worden b e p a a l d . We kunnen d a a r b i j g e b r u i k 

maken van de a n a l y t i s c h e en de g r a f i s c h e 

methode. 

f 

ÖO 

Kt M 

A l s v o o r b e e l d b e p a l e n we de k r a c h t s v e r d e l i n g 

i n de gegeven b a l k d i e w o r d t b e l a s t door dè 

k r a c h t F = 60 kN. 

We z u l l e n deze k r a c h t s v e r d e l i n g e e r s t b e p a l e n 

v o l g e n s de a n a l y t i s c h e methode. 

We gaan h e t u i t w e n d i g e v e n w i c h t na en v i n d e n 

dan; 

EH = O ̂  H^ = O 

EV = O ̂  V^ + Vg - 60 = O 

EMg = O - V^ 

V. 

16 - F . 4 = O 

16 - 60 . 4 = O ^ V^ = 15 kN 

Dan i s s Vg = .60 - V^ = 45 kN 

Beschouwen we h e t s t a a f s y s t e e m AEFB a l s de 

s t a n g e n v e e l h o e k t e n g e v o l g e van de k r a c h t e n 

Sj_,g en Sj^p i n de s t a v e n CE en DF dan kunnen 

we u i t de b i j b e h o r e n d e p o o l f i g u u r de onder

l i n g e v e r h o u d i n g e n van de g r o o t t e van de 

k r a c h t e n i n de s t a v e n a f l e i d e n . 

EF 
aan +H dan v i n d e n we: 

^AE = Sgp = -1- f H ( t r e k ) 

^CE = ^DF = " I « 

A l l e k r a c h t e n d i e op de b a l k ASB werken z i j n 

bekend. Zodra we de g r o o t t e van H weten i s 

ook de g r o o t t e van deze k r a c h t e n bekend. 
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S 

3 0 

50 
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1- ^ I 

De g r o o t t e van H kan worden b e p a a l d u i t de 

voorwaarde ZMg = O. 

We beschouwen d a a r t o e h e t e v e n w i c h t van 

b a l k d e e l AS. I n S werken een d w a r s k r a c h t D, 

en een normaal k r a c h t Ng. V e r d e r o n t b i n d e n 

we k r a c h t S „ i n een h o r i z o n t a l e component 

H,„ = H en een v e r t i c a l e component V-„ = —H, 
AE 

We v i n d e n ; 

EH = 0 ^ H - N g = 0 

AE 

EMg = O 

EV = O 

-Ng = H 

1 5 . 8 - | h . 8 + | h . 4 = 0 

- H = 4 O kN 

15 - I H + I H - Dg = O -> Dg = 15 kN 

De g r o o t t e van a l l e k r a c h t e n d i e op b a l k ASB 

werken i s nu bekend. Met b e h u l p v an deze 

waarden kunnen we de M~, D- en N - l i j n v o o r 

b a l k AB b e p a l e n en t e k e n e n . 

M a k k e l i j k e r w o r d t h e t a l s we e e r s t h e t 

b e l a s t i n g s c h e m a wat v e r e e n v o u d i g e n . 

We v i n d e n dan: 

^AC = - 15 kN 

D^j^ = - 15 + 30 = 15 kN 

D^g = - 15 + 30 - 30 = - 15 kN 

M^ = - 15 . 4 = - 60 kNm 

Mg = - 15 . 8 + 30 . 4 = 0 ( s c h a r n i e r i n S) 

M^ = - 15 . 12 + 30 . , 8 = 60 kNm o f 

^D = 15 . 4 = 6 0 kNm 

We hadden de g r o o t t e van H s n e l l e r kunnen 

b e p a l e n d o o r een snede aan t e brengen o v e r 

h e t s c h a r n i e r S en h e t e v e n w i c h t t e be

schouwen van h e t t o t a l e b a l k d e e l l i n k s van 

deze snede. 
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Op d i t d e e l w e r k e n i 

- de r e a c t i e k r a c h t V = 15 kN 

- de s c h a r n i e r k r a c h t e n ^ en D„ i n s c h a r -
S <=> 

n i e r S 
- de s t a a f k r a c h t Ŝ ,̂ = H i n s t a a f EF 

We v i n d e n : 

EV = O -> 15 - Dg = O 

EMg = O - 15 

EH = O N„ - H = O 

D = 1 5 kN 

•-H.3 = 0 - H = 40 kN 

-> Ng = 4 0 kN 

Samenvattend: 

Voor h e t b e p a l e n van de k r a c h t s v e r d e l i n g i n 

een v e r s t e r k t e b a l k ( a n a l y t i s c h e methode) 

gaan we dus a l s v o l g t t e werk: 

- b e p a a l de o p l e g r e a c t i e s H^, V^ en H^ u i t 

h e t u i t w e n d i g ' e v e n w i c h t (deze z i j n o n a f 

h a n k e l i j k van de vorm van de c o n s t r u c t i e ) 

- b e p a a l de g r o o t t e van k r a c h t H u i t h e t 

i n w e n d i g e v e n w i c h t (beschouw een doorsnede 

o v e r h e t s c h a r n i e r i n S) ' 

- b e p a a l de k r a c h t e n i n a l l e s t a v e n van h e t 

s t a a f s y s t e e m , b.v. door h e t t e k e n e n van 

een p o o l f i g u u r met p o o l a f s t a n d H 

- t e k e n a l l e k r a c h t e n d i e op b a l k AB werken 

en b e p a a l daarna de M-, D- en N - l i j n v o o r 

de b a l k 
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We gaan nu de k r a c h t s v e r d e l i n g eens b e p a l e n 

v o l g e n s de g r a f i s c h e methode. 

We hebben b i j de a n a l y t i s c h e methode r e e d s 

g e z i e n d a t we de o p l e g r e a c t i e s H , V. en 

Vg i n de o n d e r s t e u n i n g e n van de v e r s t e r k t e 

b a l k kunnen b e p a l e n door b a l k ASB met h e t 

ondergehangen s t a a f s y s t e e m a l s êên c o n s t r u c 

t i e t e beschouwen. De g r o o t t e van deze op l e g 

r e a c t i e s i s immers o n a f h a n k e l i j k v an de vorm 

van de c o n s t r u c t i e . 

We hebben gevonden: 

«A = O' V^ = 15 kN; Vg = 45 kN. 

v o l g e n s de a n a l y t i s c h e methode. 

N.B. De o p l e g r e a c t i e s kunnen ook v o l g e n s de 

g r a f i s c h e methode worden b e p a a l d ( z i e h o o f d 

s t u k 1 3 ) . D i t w o r d t i n h e t algemeen n i e t 

gedaan. 

A l s de g r o o t t e van de o p l e g r e a c t i e s bekend 

i s kunnen we ook de m o m e n t e n l i j n v o o r de 

t o t a l e c o n s t r u c t i e b e p a l e n met a l s 

M = 45 . 4 = 180 kNm (1) 
max 

We hebben ook reed s g e z i e n d a t b a l k ASB i n 

C en D e x t r a w o r d t o n d e r s t e u n d door h e t 

s t a a f s y s t e e m w a a r b i j i n de s t a v e n CE en DF 

de k r a c h t e n S„_ en S^„ o n t s t a a n . 
CE DF 

H i e r d o o r o n t s t a a n opbuigende momenten i n 

b a l k ASB. 

De k r a c h t e n Ŝ ,̂ en S^^ worden v i a h e t s t a a f 

systeem AEFB a f g e l e i d naar de s t e u n p u n t e n A 

en B, w a a r b i j b a l k ASB a l s d r u k s t a a f f u n g e e r t , 

Het s t a a f s y s t e e m AEFB i s t e beschouwen a l s de 

st a n g e n v e e l h o e k behorende b i j de k r a c h t e n S^^ 

en S^p. 

Het s t a a f s y s t e e m AEFB met d r u k s t a a f ASB i s 

een g e s l o t e n s t a n g e n v e e l h o e k . Deze komt o v e r 

een met de m o m e n t e n l i j n t e n g e v o l g e v an de 

k r a c h t e n Ŝ ^̂, en Ŝ ^̂, (2) 
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H 

6o 

f B 

M o m e n t e n l i j n (21 g e e f t dus de i n v l o e d op de 

b a l k weer van de b e l a s t i n g door de v e r s t e r 

k i n g ( h e t systeem van s t a v e n ) . 

We r e d e n e r e n nu a l s v o l g t s 

- m o m e n t e n l i j n ( l l i s de m o m e n t e n l i j n d i e 

g e l d t v o o r de t o t a l e c o n s t r u c t i e 

- m o m e n t e n l i j n (2) i s de m o m e n t e n l i j n t e n - , 

g e v o l g e van de b e l a s t i n g door de v e r s t e r 

k i n g 

- h e t v e r s c h i l van de m o m e n t e n l i j n e n (1) en 

(2) i s m o m e n t e n l i j n ( 3 ) ; deze g e l d t v o o r 

b a l k ASB 

( 
Van m o m e n t e n l i j n (1) z i j n a l l e momenten be

kend, u i t g e z e t op een bepaalde s c h a a l . Van 

m o m e n t e n l i j n (2) i s a l l e e n de vorm bekend. 

D i t w i l zeggen d a t de momenten van deze l i j n 

z i j n u i t g e z e t op een andere s c h a a l dan d i e 

van de momenten van m o m e n t e n l i j n ( 1 ) . 

Maken we de s c h a a l van m o m e n t e n l i j n (2) ge

l i j k aan d i e van m o m e n t e n l i j n (1) dan z a l 

h e t v e r s c h i l van de momenten t e r p l a a t s e van 

h e t s c h a r n i e r S g e l i j k moeten z i j n aan n u l , 

We kunnen d i t e e n v o u d i g doen door b e i d e mo-

me n t e n v l a k k e n over e l k a a r heen t e t e k e n e n 

en d a a r b i j m o m e n t e n l i j n (2) z o d a n i g t e v e r 

vormen d a t h e t moment i n S n u l w o r d t . ^ 

Het r e s t e r e n d e momentenvlak i s dan h e t v l a k 

van m o m e n t e n l i j n (3) d i e g e l d t v o o r b a l k 

ASB. 

We kunnen m o m e n t e n l i j n (3) nog wat e l e g a n t e r 

t e k e n e n door u i t t e gaan van een r e c h t e n u l 

l i j n . 

Tekenen we i n h e t schema van de v e r s t e r k t e 

b a l k ( m o m e n t e n l i j n 2)_ de m o m e n t e n l i j n t e n 

g e v o l g e van de b e l a s t i n g ( m o m e n t e n l i j n 1) 

- m o m e n t e n l i j n 1 w o r d t dan ver v o r m d - dan 

v i n d e n we s n e l de vorm van m o m e n t e n l i j n ( 3 ) . 

De extreme waarden van deze l i j n v o l g e n dan 

g e m a k k e l i j k u i t de f i g u u r . ( 
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We hebben e i g e n l i j k h e t v o l g e n d e gedaan. 

E e r s t hebben we b a l k AB beschouwd met z i j n 

b e l a s t i n g , e c h t e r zonder de v e r s t e r k i n g en 

zonder s c h a r n i e r S. 

De m o m e n t e n l i j n i s dan m o m e n t e n l i j n (1) . 

Daarna hebben we b a l k AB beschouwd met z i j n 

b e l a s t i n g t e n g e v o l g e van-de v e r s t e r k i n g . Be

p a l e n we de m o m e n t e n l i j n t e n g e v o l g e van deze 

b e l a s t i n g v o l g e n s de g r a f i s c h e methode dan 

v i n d e n we een g e s l o t e n s t a n g e n v e e l h o e k d i e 

overeenkomt met h e t s t a a f s y s t e e m AEFB. De 

vorm van d i t s t a a f s y s t e e m b e p a a l t dus momen

t e n l i j n (2) . 

Passen we v e r v o l g e n s de m o m e n t e n l i j n e n (1) 

en (2) op e l k a a r en vervormen we d a a r b i j 

m o m e n t e n l i j n (2) z o d a n i g d a t h e t moment i n 

S n u l w o r d t dan hebben we m o m e n t e n l i j n (3) 

gevonden. 

We gaan de j u i s t h e i d van onze r e d e n e r i n g aan

t o n e n . 
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A 

z 

I J tof. 

We brengen een snede I aan op een a f s t a n d 

van A en een snede I I op een a f s t a n d x^. 

Snede I s n i j d t de s c h u i n e s t a a f AE en snede 

I I s n i j d t de h o r i z o n t a l e s t a a f EF» 

Om de k r a c h t e n d i e werken op h e t c o n s t r u c t i e -

d e e l l i n k s van de snede goed t e kunnen aange

ven hebben we h e t schema v o o r d i t d e e l op 

g r o t e r e s c h a a l g e t e k e n d . 

I n doorsnede I werken i n b a l k ASB de inwen

d i g e k r a c h t e n N-j^, D^ en en i n s t a a f AE de 

k r a c h t S^^. I n de p o o l f i g u u r i s t e z i e n d a t 

de h o r i z o n t a l e component H^^ van deze k r a c h t 

i s : H^g = H. 

U i t EH = O v o l g t dan d a t N^ = H. 

U i t EM = O v o l g t : 

V 
A Xj^ - H 

Of: = - E 

I n doorsnede I I werken i n b a l k ASB de k r a c h 

t e n N, en M2 en i n s t a a f EF k r a c h t 5^^= H 

U i t EH = O v o l g t : N2 = H 

U i t EM = O v o l g t : V 

o f : M2 = V^ 

A 

- H . y 

X2 - H y2 - M2 = O 

I n de u i t d r u k k i n g e n v o o r M^ en M2 s t e l l e n de 

termen V^-x^^ en V^.X2 h e t u i t w e n d i g moment 

v o o r t e n o p z i c h t e van de doorsneden I en I I . 

Deze momenten z i j n g e l i j k aan de momenten i n 

de doorsneden I en I I van een norm a l e b a l k 

zonder s c h a r n i e r . We noemen deze momenten 

\ o t a a l - W a a r b i j = V^.x. Deze momen¬

t e n worden weergegeven door m o m e n t e n l i j n (1) 

( z i e b l z . 1 1 ) . 
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De termen H.y^ en H.y2 s t e l l e n de momenten 

v o o r d i e worden v e r o o r z a a k t door k r a c h t H i n 

de v e r s t e r k i n g van de b a l k . Deze momenten 

z i j n g e l i j k aan de momenten i n de doorsneden 

I en I I van een normale b a l k zonder s c h a r n i e r 

b e l a s t door de k r a c h t e n S^^ en Sj^^,. We noemen 

deze momenten M ^ ^ . . W a a r b i i v e r s t e r k i n g ''''^•^•^^•^J 

^ v e r s t e r k i n g '^-Y- Deze momenten worden 

weergegeven door m o m e n t e n l i j n (2) ( z i e b l z . 

11) d i e i s a f g e l e i d u i t de vorm van h e t 

s t a a f s y s t e e m AEFB van de v e r s t e r k i n g . 

U i t de f o r m u l e M = V^.x-H.y v o l g t d a t de mo

m e n t e n l i j n van b a l k ASB w o r d t be

p a a l d door h e t v e r s c h i l van de m o m e n t e n l i j n e n 

(1) en (2) : M, T, = ^ , = M ^ , . 

b a l k t o t a a l v e r s t e r k i n g 

We z i e n d a t m.b.v. de g r a f i s c h e methode de 

k r a c h t s v e r d e l i n g s n e l i s t e b e p a l e n , 

I n d i t tweede v o o r b e e l d b e g i n n e n we met de 

g r a f i s c h e methode. 

Van de gegeven b a l k d i e w o r d t b e l a s t door 

F = 153 kN w i l l e n we de M-, D- en N - l i j n 

t e n g e v o l g e v an deze b e l a s t i n g weten. 

We beschouwen b a l k AB zonder s c h a r n i e r en 

zonder v e r s t e r k i n g en b e p a l e n de o p l e g r e 

a c t i e s : 

V 
A Vg = y 

V^ + Vg = 153 kN 

V^ = 51 kN 

V^ = 102 kN 

We b e p a l e n ook de m o m e n t e n l i j n v o o r b a l k AB. 

Deze komt o v e r e e n met de m o m e n t e n l i j n v o o r 

de t o t a l e c o n s t r u c t i e (M^q^^^j.'* ' v i n d e n : 

«max = 51 8 = 408 kNm (11 

De vorm van de m o m e n t e n l i j n t e n g e v o l g e van 

de b e l a s t i n g door de v e r s t e r k i n g (de k r a c h 

t e n S^g en Sj^pl v o l g t d i r e c t u i t de vorm 

Vqin deze v e r s t e r k i n g (M ^ ^ . 1 (2) 
^ v e r s t e r k i n g 

Bepalen we h e t v e r s c h i l v an de m o m e n t e n l i j n e n 

(1)_ en (2)^ dan hebben we de m o m e n t e n l i j n v o o r 

de b a l k ASB gevonden. 

We kunnen d i t doen door i n h e t schema van de 

v e r s t e r k t e b a l k de vorm van m o m e n t e n l i j n (1) 

t e tekenen, en er d a a r b i j v o o r t e z o r g e n d a t 

h e t moment t e r p l a a t s e v an S g e l i j k w o r d t aan 

n u l , 
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1/555 

H 

6i 

^—^—^ 

^5, 

^ A ^ -I-

U i t de f i g u u r v o l g t : 

SQ = 3,4 m 

DR = I . 3,4 = 4,533 m 

De l e n g t e van DR komt over e e n met een moment 

M = 408 kNm. 

Ve r d e r i s : 

FR = DR - DF = 4,533 - 3,0 = 1,533 m. 

De l e n g t e FR komt over e e n met een moment 

^D " 4' 533 • 408 = 138 kNm. 

EP = I . FR = 2,3 m 
Dan i s : = I . = I . 138 = 207 kNm. 

A l l e extreme waarden van de m o m e n t e n l i j n 

v o o r b a l k ASB z i j n hiermede bekend. 

Tekenen we deze l i j n met een r e c h t e n u l l i j n 

dan v i n d e n we h e t getekende d i a g r a m . 

De d w a r s k r a c h t e n l i j n v o o r b a l k ASB kunnen 

we b e p a l e n door u i t t e gaan van h e t gegeven: 

D = 
X 

dM 
X 

dx 

D i t b e t e k e n t d a t de h e l l i n g van de momen

t e n l i j n g e l i j k i s aan de g r o o t t e v an de 

d w a r s k r a c h t . 

Deze g r o o t t e i s : 

t u s s e n A en C: D 207 
AC = - 69 kN 

t u s s e n C en D: D̂ ^̂  = + ^ "̂"̂  = + 69 kN 

t u s s e n D en B: D 138 
DB = - 34,5 kN 

Met b e h u l p v an deze waarden kunnen we de 

d w a r s k r a c h t e n l i j n v o o r b a l k ASB t e k e n e n . 
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Tekenen we de p o o l f i g u u r d i e b e h o o r t b i j 

de s t a n g e n v e e l h o e k AEFB dan z i e n we d i r e c t 

d a t de h o r i z o n t a l e component van de k r a c h 

t e n S^g, en Sgj, g e l i j k i s aan H. 

D i t b e t e k e n t d a t de n o r m a a l k r a c h t N i n 

een w i l l e k e u r i g e doorsnede van b a l k AB i s 

Beschouwen we de doorsnede over h e t s c h a r 

n i e r S dan v o l g t u i t EMg = 0: 

V ^ . 6 = H . 3 , 4 H = -̂̂ 3 ^ = 90 kN 

Met b e h u l p van deze waarde kunnen we de 

n o r m a a l k r a c h t e n l i j n v o o r b a l k ASB teke n e n , 
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"N^ I n de f i g u r e n i s h e t t o t a l e r e s u l t a a t nog 

eens samengevat. 

Schema v e r s t e r k t e b a l k . 

M o m e n t e n l i j n t e n g e v o l g e van de v e r s t e r k i n g , 

g e t e k e n d i n h e t schema. 

M o m e n t e n l i j n t e n g e v o l g e v a n F = 153 kN van 

de t o t a l e c o n s t r u c t i e , g e t e k e n d i n h e t 

schema van de v e r s t e r k t e b a l k . 

M o m e n t e n l i j n v o o r b a l k ASB, g e t e k e n d i n h e t 

schema. 

M o m e n t e n l i j n v o o r b a l k ASB, g e t e k e n d op een 

r e c h t e n u l l i j n . 

D w a r s k r a c h t e n l i j n v o o r b a l k ASB, a f g e l e i d 

u i t de m o m e n t e n l i j n door g e b r u i k t e maken 

van D = ^ 
X dx 

N o r m a a l k r a c h t e n l i j n v o o r b a l k ASB, 
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We b e p a l e n nu nog de k r a c h t s v e r d e l i n g v o l 

gens de a n a l y t i s c h e methode. 

We berekenen e e r s t weer de o p l e g r e a c t i e s 

^A' ^A ®^ ^B' ^e^e z i j n : 

«A = O' V^ = 51 kN; V^ = 102 kN. 

Daarna b e p a l e n we de g r o o t t e van k r a c h t H 

u i t h e t i n w e n d i g e v e n w i c h t door een d o o r 

snede o v e r h e t s c h a r n i e r S aan t e brengen 

en h e t e v e n w i c h t t e beschouwen van h e t 

c o n s t r u c t i e d e e l l i n k s van deze doorsnede, 

We v i n d e n : H = 90 kN. 

V e r v o l g e n s t e k e n e n we de p o o l f i g u u r behorende 

b i j de s t a n g e n v e e l h o e k AEFB en b e p a l e n de 

g r o o t t e van a l l e s t a a f k r a c h t e n . 

We kunnen d a a r b i j v o l s t a a n met h e t b e p a l e n 

van de h o r i z o n t a l e en v e r t i c a l e componenten 

van deze s t a a f k r a c h t e n . 

We hebben nu a l l e gegevens om h e t b e l a s t i n g 

schema van b a l k AB t e kunnen t e k e n e n . 

Met b e h u l p van d i t schema worden de M~, D'

en N - l i j n v o o r b a l k AB b e p a a l d . 

We v i n d e n : 

D^^ = - 69 kN 

D^P = - 69 + 138 = -H 69 kN 

Dj33 = - 34,5 kN 

= - 69 . 3 = - 207 kNm 

Mj^ = 34,5 . 4 = 138 kNm 
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2. ANDERE CONSTRUCTIES 

I n d i e n we h e t s t a a f s y s t e e m v o o r de v e r s t e r 

k i n g van b a l k ASB aan de b o v e n z i j d e van de 

b a l k aanbrengen dan hebben we een c o n s t r u c 

t i e g e kregen d i e h e t omgekeerde i s v a n d i e 

u i t h e t voorgaande. 

Het maakt v o o r de b a l k geen v e r s c h i l o f h e t 

s t a a f s y s t e e m aan de boven- dan w e l aan de 

o n d e r z i j d e w o r d t a a n g e b r a c h t . I n b e i d e ge

v a l l e n v i n d e n we v o o r b a l k AB d e z e l f d e 

m o m e n t e n l i j n z o a l s u i t de f i g u r e n w e l d u i 

d e l i j k w o r d t . 

Omdat de d w a r s k r a c h t e n l i j n u i t de momenten

l i j n kan worden a f g e l e i d v i n d e n we v o o r 

b e i d e g e v a l l e n ook d e z e l f d e d w a r s k r a c h t e n 

l i j n . 

Het e n i g e v e r s c h i l t u s s e n b e i d e c o n s t r u c t i e -

vormen i s h e t v e r s c h i l i n t e k e n van de 

k r a c h t e n i n de s t a v e n van de v e r s t e r k i n g . 

D i t h e e f t t o t g e v o l g d a t ook de n o r m a a l 

k r a c h t i n b a l k AB van t e k e n v e r a n d e r t . Er 

o n t s t a a t i n b a l k AB dus een t r e k k r a c h t . 
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B ^ F 

I n h o o f d s t u k 11 hebben we r e e d s g e z i e n d a t 

we b i j d r u k s t a v e n r e k e n i n g moeten houden 

met h e t gevaar v o o r u i t k n i k k e n . Om d i t ge

va a r t e v e r m i n d e r e n l a t e n we geen hoge 

spanningen t o e i n d r u k s t a v e n . D i t h e e f t 

t o t g e v o l g een g r o t e r e doorsnede v o o r deze 

s t a v e n en dus een g r o t e r r f i a t e r i a a l v e r b r u i k . 

W i l l e n v/e een b a l k v e r s t e r k e n dan brengen 

we daarom b i j v o o r k e u r een v e r s t e r k i n g 

onder de b a l k aan. I n d a t g e v a l z i j n immers 

a l l e e n de k o r t e s t a v e n CE en DF d r u k s t a v e n . 

U i t de genoemde c o n s t r u c t i e v o r m e n van v e r 

s t e r k t e b a l k e n z i j n andere c o n s t r u c t i e s a f 

t e l e i d e n . We gaan ons daarom bezighouden 

met; 

a. hangwerken 

b. s p r i n g w e r k e n 

a. Hangwerken 

We beschouwen nog eens b a l k ASB met de v e r 

s t e r k i n g aan de b o v e n z i j d e en gaan h e t even

w i c h t na van knooppunt E. We z e t t e n d a a r v o o r 

de s t a a f k r a c h t e n S 
EA' ^EF ®^ ^EC 

k r a c h t e n d r i e h o e k . De s t a v e n EA en EF z i j n 

d r u k s t a v e n . S t a a f EC i s een t r e k s t a a f . 

V e r b i n d e n we knooppunt E eens met een p u n t A' 

i n p l a a t s van met A, dan z i e n we u i t de 

k r a c h t e n d r i e h o e k d a t de s t a v e n EA', EF en EC 

a l l e t r e k s t a v e n z i j n geworden. 

, H e t z e l f d e g e l d t v o o r de s t a v e n FB' en FD a l s 

we knooppunt B' aanbrengen. 

D i t l i j k t e r g g u n s t i g . We moeten e c h t e r 

w e l bedenken d a t op de knooppunten A' en B' 

een k r a c h t S^^, r e s p . Sj,g, w o r d t u i t g e o e f e n d . 

Deze k r a c h t e n ' moeten naar de f u n d e r i n g (de 

s t e u n p u n t e n A en B) worden a f g e l e i d . 
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D i t kunnen we doen door de d r u k s t a v e n AA', 

BB' en A'B' aan t e brengen. We k r i j g e n zo

doende een t a m e l i j k o n g e b r u i k e l i j k e con

s t r u c t i e v o r m v o o r een v e r s t e r k t e b a l k . 

(Deze vorm komt ons e c h t e r goed t e pas 

v o o r de b e h a n d e l i n g van v e r g e l i j k b a r e , 

bekende c o n s t r u c t i e s ) . 

I n deze c o n s t r u c t i e worden de s t a a f k r a c h t e n 

Sg^ en Sj,^ opgenomen door h e t g e s l o t e n 

s t a a f s y s t e e m A'EFB'. 

D i t b e t e k e n t d a t de m o m e n t e n l i j n v o o r b a l k 

ASB t e n g e v o l g e van de k r a c h t e n S„^ en S„^ 
EC FD 

w o r d t b e p a a l d door de g e s l o t e n s t a n g e n v e e l 

hoek A'EFB'. 

De m o m e n t e n l i j n t e n g e v o l g e van k r a c h t F 

vo o r de t o t a l e c o n s t r u c t i e i s eenvou d i g 

t e b e p a l e n . Deze i s g e l i j k aan de momen

t e n l i j n v o o r b a l k AB, zonder s c h a r n i e r en 

zonder v e r s t e r k i n g . 

Tekenen we deze m o m e n t e n l i j n i n h e t schema 

van de c o n s t r u c t i e en zorg e n we e r v o o r d a t 

t e r p l a a t s e van S h e t moment n u l w o r d t , dan 

v i n d e n we g e m a k k e l i j k de m o m e n t e n l i j n v o o r 

b a l k ASB, omdat weer g e l d t s 

M = M — M 
b a l k ' ' t o t a a l ' v e r s t e r k i n g 
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Om d i t aan t e t o n e n t e k e n e n we de p o o l f i -

f u u r behorende b i j de s t a n g e n v e e l h o e k A'EFB' 

Door i n deze f i g u u r ook de h o r i z o n t a l e en 

v e r t i c a l e component van de s t a a f k r a c h t e n 

S^,p en Sg.j, t e t e k e n e n z i e n we d i r e c t d a t : 

EF A'B 

We brengen nu een snede aan op een a f 

s t a n d X van A en beschouwen h e t e v e n w i c h t 

van h e t c o n s t r u c t i e d e e l l i n k s van deze 

snede. 

We v i n d e n : 

EH = O - N^ = O 

I n b a l k ASB w e r k t dus geen n o r m a a l k r a c h t meer 

EV = O -> V^ - D^ = O -
^x = ̂ A 

E M = 0 -> V ^ . x - H . y - M = 0 
A X 

Of = V^ . X - H . y 

De t e r m V, , x i s n i e t s anders dan h e t moment 

van de u i t w e n d i g e k r a c h t e n t e n o p z i c h t e van 

de aa n g e b r a c h t e snede. D i t moment i s o n a f 

h a n k e l i j k van de vorm van de c o n s t r u c t i e . 

Dus: .X = M^^^^^^^ 

De t e r m H . y i s n i e t anders dan h e t moment 

t e n g e v o l g e van de k r a c h t e n Ŝ ^̂  en Sj,j^ op 

b a l k ASB. 

Dus: H . y = M̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^̂ . 

Ver d e r i s : = M^^^j^ 

We z i e n dus d a t : 
M = M — M 
b a l k t o t a a l v e r s t e r k i n g 

A' 

• 

H D i t g e l d t ook i n d i e n we een snede aan

brengen t u s s e n A en C. De h o r i z o n t a l e 

component van de s t a a f k r a c h t 5^,^, i s im

mers g e l i j k aan H. 
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We hebben i n h e t voorgaande de k r a c h t e n 

^A'E ®^ ^B'F °P ^® knooppunten A' en B' 

naar de f u n d e r i n g a f g e l e i d door h e t aan

brengen van de d r u k s t a v e n AA', BB' en A'B'. 

I n p l a a t s van de d r u k s t a a f A'B' brengen 

we nu de t r e k s t a v e n A'G en B'H aan. 

Er o n t s t a a t zodoende een c o n s t r u c t i e met 

v i e r s t e u n p u n t e n ; G, A, B en H. We s p r e 

ken daarom n i e t meer van een v e r s t e r k t e 

b a l k , maar van een hangwerk o f hangcon-

s t r u c t i e . 

Het e n i g e v e r s c h i l t u s s e n b e i d e c o n s t r u c 

t i e s i s de w i j z e waarop de s t a a f k r a c h t e n 

^A'E ®^ ^B'F ^^^'^en a f g e l e i d naar de f u n 

d e r i n g . 

D i t b e t e k e n t d a t de m o m e n t e n l i j n v o o r b a l k 

ASB d e z e l f d e i s g e b l e v e n . 

Opmerking 

I n de s t e u n p u n t e n G en H w e r k t een s c h u i n 

omhoog g e r i c h t e k r a c h t . O n t b i n d e n we deze 

k r a c h t i n een h o r i z o n t a l e en v e r t i c a l e 

component dan b l i j k t d a t door de g r o n d een 

h o r i z o n t a l e r e a c t i e k r a c h t g e l e v e r d moet 

kunnen worden. D i t i s d i k w i j l s zeer moei

l i j k . I n d a t g e v a l i s h e t v e e l economischer 

deze r e a c t i e k r a c h t door de c o n s t r u c t i e z e l f 

t e l a t e n l e v e r e n , b.v. door h e t aanbrengen 

van de s t a v e n GA en HB. De h o r i z o n t a l e r e 

a c t i e s i n G en H worden dan door de b a l k 

GASBH opgenomen. De s t e u n p u n t e n G en H 

moeten nu nog a l l e e n v e r t i c a a l omhoog ge

r i c h t e k r a c h t e n w e e r s t a a n . 

D i t kan h e t b e s t g e s c h i e d e n door i n G en 

H een b a l l a s t aan t e brengen. 
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A l s v o o r b e e l d b e p a l e n we eens de k r a c h t s 

v e r d e l i n g i n h e t gegeven hangwerk d a t w o r d t 

b e l a s t door de k r a c h t F = 60 kN. 

We beschouwen e e r s t b a l k AB met z i j n b e l a s 

t i n g , maar zonder s c h a r n i e r S en zonder h e t 

hangwerk en b e p a l e n de o p l e g r e a c t i e s en 

V„ en de m o m e n t e n l i j n ( l i . Deze m o m e n t e n l i j n 

komt weer overeen met de m o m e n t e n l i j n v o o r 

de t o t a l e c o n s t r u c t i e , 

We v i n d e n ; 

= 45 kN? Vg = 15 kN? M^^^ = 1 3 5 kNm, 
max 

Daarna beschouwen we b a l k AB met de belas'-

t i n g t e n g e v o l g e van de k r a c h t e n S^„ en S^„ 

i n de s t a v e n CE en DF. 

De m o m e n t e n l i j n (2) t e n g e v o l g e van deze krach

t e n w o r d t b e p a a l d door de g e s l o t e n s t a n g e n 

v e e l h o e k A'EFB'. 

V e r v o l g e n s passen we de m o m e n t e n l i j n e n (1) 

en (21 op e l k a a r . Doen we d i t i n h e t schema 

van h e t hangwerk dan moeten we m o m e n t e n l i j n 

(1) z o d a n i g vervormen d a t h e t moment i n S 

g e l i j k w o r d t aan n u l . 

Doen we d i t l o s van h e t schema van h e t hang

werk dan moeten we m o m e n t e n l i j n (2) v e r v o r 

men en w e l z o d a n i g d a t h e t moment i n S weer 

n u l w o r d t . 

I n b e i d e g e v a l l e n i s de m o m e n t e n l i j n v o o r 

b a l k ASB h e t v e r s c h i l v a n de m o m e n t e n l i j n e n 

(11 en (2) . 
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-4^ 

k 

^ i ' )( ' x . / 
A C S j > 3 

/5-

/ f 

t30 i3Ö 

s T 
-O 

U i t de f i g u r e n i s a f t e l e i d e n s 

= + 45 kNm 

= " 45 kNm 

Tekenen we de M - l i j n op een h o r i z o n t a l e n u l 

l i j n dan b e p a l e n we d a a r u i t g e m a k k e l i j k h e t 

v e r l o o p van de D - l i j n . Wants 

^C 45 

D 
45 + 45 

CD 
= - 15 kN _ r 

^DB = ¥ = 15 kN 

U i t de d w a r s k r a c h t e n l i j n v o l g t de b e l a s t i n g ( 

van de b a l k . 

Voor b a l k ASB g e l d t v e r d e r ; 

= O 

We brengen nog een snede .aan o v e r s c h a r n i e r S 

en beschouwen h e t e v e n w i c h t van h e t c o n s t r u c 

t i e d e e l l i n k s van de snede. Op d i t d e e l w e r k t 

i n knooppunt A' k r a c h t S ^ I Q . 

U i t EH = O v o l g t d a t de h o r i z o n t a l e component 

van S , g e l i j k moet z i j n aan k r a c h t H i n 
4 

s t a a f EF. De v e r t i c a l e component i s dan j H. 

U i t m o m e n t e n l i j n (1) v o l g t d a t v o o r de t o t a l e 

c o n s t r u c t i e g e l d t : 

Mg = 90 kNm. ^ 

D i t moment w o r d t opgenomen door de k r a c h t e n H, 

zod a t : 

H . y = H . 3 = 9 0 ^ H = 3 0 k N 

We hebben v o o r de o p l e g r e a c t i e i n A gevonden 

V^ = 45 kN. Door de v e r t i c a l e component van 

de " r e a c t i e k r a c h t " S^,^ van h e t hangwerk 

w o r d t deze o p l e g r e a c t i e v e r g r o o t met de 

waarde •|.H = | . 3 0 = 40 kN. 

Dus V ^ = 45 + 40 = 85 kN. 

Evenzo: V^ = 15 + 40 = 55 kN 

U i t EV = O v o l g t nog: Dg = 15 kN. 

C o n t r o l e v o o r EMg = O: 

85 . 6 - 40 . 6 - 60 . 3 - 30 . 4 + 3 0 . 1 = 0 

( k l o p t ) 
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kncopf>^tE ^^^^ 

knooi>punt A' 

1^ 

H 

1' 

7 0 

• 

Bepalen we h e t e v e n w i c h t van de knooppunten 

A' en E met b e h u l p van een k r a c h t e n d r i e h o e k 

dan v i n d e n we v o o r de k r a c h t e n i n de s t a v e n 

van h e t hangwerk: 

E F 

'EC 

'EA' 

'GA' 

AA' 

= H = 30 kN 

= H = 30 kN 

= H/2 = 42 kN 

= I H = 50 kN 

= - j H = - 70 kN 

^FD " ^EC 

^PB'" ^EA' 

^HB'" ̂ GA' 

'BB' 'AA' 

U i t de gevonden waarden v o l g t de b e l a s t i n g 

van b a l k ASB. Deze komt over e e n met de be

l a s t i n g z o a l s e e r d e r a f g e l e i d u i t de D - l i j n , 
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b. S p r i n g w e r k e n 

I n h e t voorgaande hebben we g e z i e n hoe de 

c o n s t r u c t i e van een hangwerk i s a f t e l e i 

den u i t d i e v an een v e r s t e r k t e b a l k , waar

b i j h e t s t a a f s y s t e e m i s a a n g e b r a c h t aan de 

b o v e n z i j d e v an de b a l k . 

De r e a c t i e k r a c h t e n u i t h e t hangwerk hebben 

we op v e r s c h i l l e n d e m a n i e r e n naar de f u n 

d e r i n g a f g e l e i d . I n f e i t e hebben we n i e t s 

anders gedaan dan h e t aanbrengen v an 

s t e u n p u n t e n i n A' en B'. 

Op g e l i j k e w i j z e kunnen we u i t de c o n s t r u c 

t i e van een v e r s t e r k t e b a l k met een s t a a f 

systeem aan de o n d e r z i j d e van de b a l k een 

c o n s t r u c t i e a f l e i d e n d i e .het omgekeerde i s 

van een hangwerk. 

We s p r e k e n dan van een s p r i n g w e r k . 

Het maakt v o o r de b e p a l i n g van de k r a c h t s 

v e r d e l i n g i n de b a l k geen v e r s c h i l o f we t e 

maken hebben met een hang- o f een s p r i n g 

werk; b i j g e l i j k e b e l a s t i n g v i n d e n we v o o r 

b e i d e c o n s t r u c t i e s d e z e l f d e m o m e n t e n l i j n . 

We merken op d a t de l e n g t e van de s t a v e n EC 

en FD n i e t van i n v l o e d i s op de k r a c h t s v e r 

d e l i n g . D i t g e l d t zowel v o o r h e t hang- a l s 

h e t s p r i n g w e r k . 
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Ook de l e n g t e van de s t a v e n A'E en B'F i s 

n i e t van i n v l o e d op de k r a c h t s v e r d e l i n g i n 

b a l k ASB. 

We moeten i n d i t g e v a l w e l v o o r z i c h t i g z i j n 

b i j h e t b e p a l e n van de m o m e n t e n l i j n t e n g e 

v o l g e van de v e r s t e r k i n g . 

De g e s l o t e n s t a n g e n v e e l h o e k d i e g e l d t a l s 

de m o m e n t e n l i j n t e n g e v o l g e van de k r a c h t e n 

S^r. en S^„ op b a l k ASB w o r d t dan b e p a a l d 
CE Dr 

door de p u n t e n E en F en door de p u n t e n P 

en Q op de v e r t i c a l e n door A en B. 

14B 
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3. ZELFTOETS 

VRAGEN 

1. Wat i s een v e r s t e r k t e b a l k , 

2. a. Wat i s een hangwerk. 

b. Wat i s een s p r i n g w e r k . 

3. Hoe kunnen we p o o l f i g u u r en s t a n g e n v e e l h o e k toe

passen b i j h e t b e p a l e n van de k r a c h t s v e r d e l i n g 

i n een v e r s t e r k t e b a l k . 

4. I n v e r s t e r k t e b a l k e n komt i n de p r a k t i j k z e l d e n een 

s c h a r n i e r v o o r . I n de b a l k e n , d i e i n d i t h o o f d s t u k 

worden b e h a n d e l d , w e l . 

Wat i s da a r v a n de r e d e n . 

5. Waarom w o r d t b i j een v e r s t e r k t e b a l k de v e r s t e r k i n g 

m e e s t a l onder de b a l k a a n g e b r a c h t . 

6. Hoe kan de k r a c h t s v e r d e l i n g i n een v e r s t e r k t e b a l k 

a n a l y t i s c h worden b e p a a l d . 
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ANTWOORDEN 

1. Een v e r s t e r k t e b a l k i s een b a l k c o n s t r u c t i e waar

van h e t draagvermogen w o r d t v e r g r o o t door een 

systeem van s c h a r n i e r e n d aan e l k a a r v e rbonden 

s t a v e n . 

2. Hangwerken en s p r i n g w e r k e n z i j n b a l k c o n s t r u c t i e s 

waarvan h e t draagvermogen w o r d t v e r g r o o t d o o r een 

systeem van s c h a r n i e r e n d aan e l k a a r verbonden 

s t a v e n d i e worden opgehangen aan o f o n d e r s t e u n d 

door e x t r a a a n g e b r a c h t e s t e u n p u n t e n . 

3. Omdat de s t a v e n van de v e r s t e r k i n g s c o n s t r u c t i e onder

l i n g s c h a r n i e r e n d z i j n verbonden kunnen we deze be

schouwen a l s een s t a n g e n v e e l h o e k . De vorm d a a r v a n 

komt o v e r e e n met de vorm van de m o m e n t e n l i j n t e n g e 

v o l g e van de k r a c h t e n d i e de s t e u n c o n s t r u c t i e u i t 

o e f e n t op de b a l k . 

4. Een v e r s t e r k t e b a l k zonder s c h a r n i e r i s een s t a t i s c h 

onbepaalde c o n s t r u c t i e . Door een s c h a r n i e r aan t e 

brengen w o r d t de c o n s t r u c t i e s t a t i s c h b e p a a l d en 

kunnen de k r a c h t e n u i t de e v e n w i c h t s v o o r w a a r d e n wor

den o p g e l o s t . 

5. A l s de v e r s t e r k i n g onder aan een b a l k w o r d t aange

b r a c h t t r e d e n i n de - l a n g e - h o r i z o n t a l e en s c h u i n e 

s t a v e n t r e k k r a c h t e n op en i n de - k o r t e - v e r t i c a l e 

s t a v e n d r u k k r a c h t e n . D i t i s g u n s t i g i.v.m. h e t 

u i t k n i k k e n . 

6. De k r a c h t s v e r d e l i n g i n een v e r s t e r k t e b a l k kan ana

l y t i s c h worden b e p a a l d door de h o r i z o n t a l e component H 

van de k r a c h t e n i n de s t e u n s t a v e n a l s e x t r a onbekende 

n a a s t de o p l e g r e a c t i e s op t e v a t t e n . Het s c h a r n i e r S 

l e v e r t nu de e x t r a v e r g e l i j k i n g (EMg = O v o o r een d e e l 

van de c o n s t r u c t i e ) d i e n o d i g i s om de g r o o t t e van 

k r a c h t H t e kunnen b e p a l e n . 
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VRAGEN 

7. Hoe kunnen we de momenten i n de b a l k van een v e r 

s t e r k t e b a l k c o n s t r u c t i e g r a f i s c h b e p a l e n . 

DETAIL IN X DETAIL IN Z 
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ANTWOORDEN 

De m o m e n t e n l i j n van de b a l k van een v e r s t e r k t e b a l k 

c o n s t r u c t i e kan g r a f i s c h worden b e p a a l d d o o r de 

m o m e n t e n l i j n v o o r de t o t a l e c o n s t r u c t i e ^^•^q^q^q^i') i n 

h e t schema van de v e r s t e r k t e b a l k t e t e k e n e n z o d a n i g 

d a t deze m o m e n t e n l i j n (^^totaal-* s t a n g v an de ver

s t e r k i n g s n i j d t t e r ho o g t e van h e t s c h a r n i e r i n de 

b a l k . 

Het v l a k begrensd door deze m o m e n t e n l i j n en de s y s -

t e e m l i j n e n van de v e r s t e r k i n g i s h e t momentenvlak 

v o o r de b a l k (op een bepaalde s c h a a l ) . 
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A 
• 

240 

H 52ók 

4. VOORBEELDEN 

V o o r b e e l d 1 

De getekende v e r s t e r k t e b a l k AB w o r d t b e l a s t 

door een g e l i j k m a t i g v e r d e e l d e b e l a s t i n g 

q = 30 kN/m-"-. 

We b e p a l e n e e r s t de M~ en D - l i j n v o l g e n s de 

a n a l y t i s c h e methode. 

We beschouwen b a l k AB, zonder v e r s t e r k i n g en 

zonder s c h a r n i e r , b e l a s t door q = 30 kN/m . 

We v i n d e n ; 

V^ = Vg = "l . 30 . 16 = 240 kN 
M = i 30 . 16^ = 960 kNm 
max 8 

We kunnen nu v o o r deze b e l a s t i n g v a n b a l k AB de 

M- en D - l i j n t e k e n e n . 

We brengen een snede aan ov e r h e t s c h a r n i e r S 

Voor h e t e v e n w i c h t g e l d t ; ( 

EMg = O - - H . 3 + 960 = O - H = 320 kN 

We t e k e n e n de p o o l f i g u u r d i e b e h o o r t b i j de 

st a n g e n v e e l h o e k AEFB. 

We v i n d e n v o o r de k r a c h t e n i n de v e r s t e r k i n g 

H = 400 kN 
^EF = H 

= S 
AE 

^AE = H 

= V 
AE 

= V 

BF 4 
= H = 320 kN 

BF 

BF 

DF 

= H = 240 kN 

= - j H = 240 kN 
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H 

240 ^0 i40 140 

3ZO 

C S 2> 

3 ^ pfÉniw 

3£o 

We beschouwen weer b a l k AB, d i t m a a l b e l a s t 

door de k r a c h t e n t e n g e v o l g e van de v e r s t e r ' 

k i n g . 

We kunnen v o o r deze b e l a s t i n g van b a l k AB 

M-, D- en N - l i j n t e k e n e n . 

We v i n d e n ; 

M = - 240 . 4 = - 960 kNm 
max 

D^^ = - 240 kN 

^CD = ° 
^DB = + 240 kN 

Door de M- en D - l i j n van de twee b e l a s t i n g 

g e v a l l e n t e supe r p o n e r e n v i n d e n we de M- en 

D - l i j n voor. b a l k ASB. 

Het maximum moment v i n d e n we u i t h e t opper

v l a k van h e t d w a r s k r a c h t e n v l a k . 

M = Aj^ = " l . 4 . 120 = 240 kNm 
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A 5 ^ A 

""N̂  Bepalen we de m o m e n t e n l i j n v o o r b a l k ASB 

v o l g e n s de g r a f i s c h e methode dan kunnen we 

d i t doen door de m o m e n t e n l i j n v o o r de t o t a l e 

c o n s t r u c t i e (M^^^^^^^^) i n h e t schema van de 

b a l k t e t e k e n e n . 

De v e r g e l i j k i n g van een p a r a b o o l op h e t ge

geven a s s e n k r u i s i s : 

Gegeven i s : AC = j AB 

i - f , 

Dan i s : 

C ~ " ' - f - 4 - 4 ^ 4 

I n de m o m e n t e n l i j n M^^^^^-j^ i s 

y^ = 4 . f . i . | = l f 

f = ^ . q . 1 ^ = -1 . 30 . 16^ = 960 kNm 

Dan z i j n de maximum momenten i n de doorsneden 

b i j C en D: 

= Mj^ = f - I f = "l f = j . 960 = 240 kNm. 

Het i s nu n i e t e e n v o u d i g meer om de D - l i j n 

v o o r b a l k ASB a f t e l e i d e n u i t de M - l i j n . 

We moeten v o o r h e t b e p a l e n van de D - l i j n de 

k r a c h t e n i n de s t a v e n van de v e r s t e r k i n g 

weten. We kunnen d a a r v o o r h e t b e s t e de ana

l y t i s c h e methode g e b r u i k e n . 

We z i e n dus d a t b i j een g e l i j k m a t i g v e r 

d e e l d e b e l a s t i n g op een v e r s t e r k t e b a l k de 

m o m e n t e n l i j n v o o r b a l k ASB s n e l i s t e be

p a l e n v o l g e n s de g r a f i s c h e methode. Het be

p a l e n van de d w a r s k r a c h t e n l i j n v e r g t e c h t e r 

een andere aanpak. 
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s 

^ — i — ^ A—^—^ 

A 
A 

t/Z 

A 
I 

1̂ 4 

iiftmi,iiiiu ^ -4 

V o o r b e e l d 2 

Het getekende s p r i n g w e r k w o r d t b e l a s t d o o r 

een k r a c h t F = 40 kN. 

We b e p a l e n weer e e r s t de M- en D - l i j n v o l 

gens de a n a l y t i s c h e methode. 

We t e k e n e n de p o o l f i g u u r d i e b e h o o r t b i j de 

st a n g e n v e e l h o e k A'EFB' en s t e l l e n de k r a c h t 

i n s t a a f EF g e l i j k aan H. 

We v i n d e n dans 

en SDF = 1 H 

We kunnen nu de b e l a s t i n g van b a l k ASB 

te k e n e n . 

U i t de e v e n w i c h t s v o o r w a a r d e n v o l g t s 

V^ = 30 - I H 

^B = 1° " I I « 

EMg = O - (30 - I H) . 6 - 40 . 3 + H . 2 = O 

Waa r u i t s H = 24 kN 

Dan i s s V^ = 30 - I . 24 = 12 kN 

Vg = 10 - ^ . 24 = - 4 kN 

Met deze gegevens z i j n de M- en D - l i j n v o o r 

b a l k ASB t e b e p a l e n . 

We vi n d e n s 

= . 3 = 12 . 3 = 36 kNm 

^C 
= 
^A 

. 4 - 40 . 1 = 12 . 4 - 4 0 

^D 
= 
^B 

. 3 = - 4 . 3 = - 12 kNm 

^AG 
= 
^A = 12 kN 

^GC 
= 12 - 40 = - 28 kN 

°CD 
= 12 - 40 + 24 = - 4 kN 

^DB 
= 
^B 

= 4 kN 
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We b e p a l e n nu de M - l i j n v o o r b a l k ASB v o l 

gens de g r a f i s c h e methode. 

De m o m e n t e n l i j n v o o r b a l k AB (zonder schar'-

n i e r i t e n g e v o l g e van de b e l a s t i n g door de 

s t a a f k r a c h t e n Ŝ ^̂  en S^^ w o r d t b e p a a l d door 

de g e s l o t e n s t a n g e n v e e l h o e k A'EFB'. 

Het moment t e r p l a a t s e van S i s dan: 

Mg = - H . 2,5. 

De m o m e n t e n l i j n v o o r b a l k AB (zonder s c h a r 

n i e r ) t e n g e v o l g e van de b e l a s t i n g door 

k r a c h t F = 40 kN i s eenvoüdig t e b e p a l e n . 

We v i n d e n : 

M = 3 0 . 3 = 9 0 kNm 
max 
Mg = 10 . 6 = 60 kNm 

U i t de voorwaarde EMg = O v o l g t : 

60 - H . 2,5 = O -> H = 24 kN 

Tekenen we de gevonden m o m e n t e n l i j n e n i n h e t ( 

schema van h e t s p r i n g w e r k dan v i n d e n we s n e l 

de m o m e n t e n l i j n v o o r b a l k ASB. 

De maximum momenten kunnen worden b e p a a l d u i t 

de maten van de meetkundige f i g u r e n d i e de 

m o m e n t e n l i j n b e p a a l d . 

Ter p l a a t s e van S i s de o r d i n a a t i n b e i d e 

f i g u r e n 2,5 m. Deze maat komt o v e r e e n met 

een moment van 60 kNm. 

Een l e n g t e van 1 m komt dus o v e r e e n met een 

moment van ^ = 2 4 kNm. 

We v i n d e n : 

Mg = 3,75 - 2,25 = 1,5 m = 36 kNm 

Mg = 3 , 3 3 - 3 , 0 = 0 , 3 3 m = 8 kNm ( 

M p = 1,25 - 1,75 = - 0 , 5 m = - 12 kNm 



14 14 
14.4.6 

BIJZONDERE BALKCONSTRUCTIES 
VOORBEELDEN 

37 

V o o r b e e l d 3 

Een b a l k s c h e m a t i s e r e n we m e e s t a l t o t een 

r e c h t e l i j n . 

I n h o o f d s t u k 7 hebben we r e e d s gewezen op 

h e t gevaar van deze s c h e m a t i s e r i n g i n d i e n 

een b a l k w o r d t b e l a s t door n o r m a a l k r a c h t e n , 

N 

/5 

40 40 

I n h e t voorgaande hebben we g e z i e n d a t 

b a l k ASB van een v e r s t e r k t e b a l k c o n s t r u c 

t i e a l t i j d w o r d t b e l a s t d o o r n o r m a a l k r a c h 

t e n . We z u l l e n dus moeten nagaan o f de 

k r a c h t s v e r d e l i n g i n de b a l k , b e p a a l d met 

b e h u l p van h e t schema van de b a l k , w e l i n 

overeenstemming i s met de w e r k e l i j k h e i d . 

We doen d i t v o o r de gegeven b a l k d i e w o r d t 

b e l a s t door de k r a c h t F = 60 kN. 

De k r a c h t s v e r d e l i n g i n deze b a l k hebben we 

a l e e r d e r i n een v o o r b e e l d b e p a a l d . 

I n d i e n we s t a a f AE en BF u i t v o e r e n a l s een 

dubb e l e s t a n g en deze d u b b e l e s t a n g beves

t i g e n aan een b o u t door de b a l k dan i s de 

k r a c h t s v e r d e l i n g v o o r b a l k ASB p r e c i e s a l s 

u i t h e t schema v o l g t . 

De b o u t moet dan w e l z i j n a a n g e b r a c h t i n de 

as van de b a l k en p r e c i e s boven h e t s t e u n 

p u n t z o a l s i n de f i g u u r i s aangegeven. 
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^40 

1 1 

^^.^ \o 

hp^so %A4S 

V 
V XxOAV 

J 

I n d i e n we s t a a f AE en BF b e v e s t i g e n aan de 

o n d e r z i j d e van de b a l k dan i s h e t d e t a i l 

b i j s t e u n p u n t A a l s g e t e k e n d . T h e o r e t i s c h 

s n i j d e n de w e r k l i j n e n v an de o p l e g r e a c t i e 

i n A (15 k N i en de s t a a f k r a c h t S^^ (50 kNl 

e l k a a r op de as v a n de b a l k . 

S t e l de b a l k i s 0,6 m hoog. Dan g r i j p t de 

k r a c h t S^^ i n w e r k e l i j k h e i d i n p u n t P aan 

op 0,4 m b i n n e n h e t s t e u n p u n t . 

Ter p l a a t s e van P i s h e t moment g e l i j k aan: 

M ^ , = 1 5 . 0 , 4 = + 6 kNm. 
x=0,4 

Even r e c h t s van P i s h e t moment: 

M = 1 5 . 0 , 4 - 4 0 . 0 , 3 = - 6 kNm. 

Tekenen we nu de m o m e n t e n l i j n dan v e r l o o p t 

deze v o o r h e t g e d e e l t e AP n i e t v o l g e n s de 

s t r e e p l i j n , z o a l s u i t h e t schema zou v o l 

gen, maar v o l g e n s de g e t r o k k e n l i j n . 

Ook h e t v e r l o o p van de d w a r s k r a c h t e n - en 

n o r m a a l k r a c h t e n l i j n - v e r t o o n t o v e r h e t ge

d e e l t e AP a f w i j k i n g e n met de l i j n e n d i e 

v o l g e n u i t h e t schema. 

B e k i j k e n we h e t d e t a i l b i j schemapunt B 

dan v i n d e n we v o o r h e t moment t e r p l a a t s e 

van Q: 

Mx=o 4 = 45 . 0,4 = + 18 kNm 

Even l i n k s van Q i s h e t moment: 

M = 4 5 . 0 , 4 - 4 0 . 0 , 3 = + 6 kNm 

Ver d e r i s Dg^ = - 45 kN. 
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j40 

I n d i e n s t a a f AE en BF aan de o n d e r z i j d e v an 

de b a l k z i j n b e v e s t i g d op 0,4 m b i n n e n de 

o p l e g g i n g e n dan g e l d e n dus de getekende M-, 

D- en N - l i j n . 
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V o o r b e e l d 4 

Een v e r s t e r k t e b a l k ASB w o r d t i n C en D 

b e l a s t door F = 60 kN. 

Deze v e r s t e r k t e b a l k i s s y i t m e t r i s c h t . o . v . 

de l i j n a-a. Ook de b e l a s t i n g i s s y m m e t r i s c h 

t . o . v . deze l i j n . We b e p a l e n de M - l i j n en de 

k r a c h t i n s t a a f EF door de k r a c h t e n F^ en F2 

één v o o r êên t e l a t e n a a n g r i j p e n . 

a. Voor F^ = 60 kN v i n d e n we de getekende 

M - l i j n . 

K r a c h t S 
EF 

= H = 40 kN ( t r e k ) . . 

b. Voor F2 = 60 kN v i n d e n we een M - l i j n d i e 

d e z e l f d e waarden h e e f t a l s d i e t e n g e v o l g e 

van k r a c h t F̂ ,̂ maar met v e r s c h i l l e n d e t e 

kens. De s t a a f k r a c h t S ™ i s h i e r weer 

S^^ = H = 40 kN ( t r e k ) . 
Er 

We beschouwen de v e r s t e r k t e b a l k nog eens 

wat nader: 

A l s we g e v a l a. (aan de v o o r k a n t ) b e k i j k e n , 

z i e n we een v e r s t e r k t e b a l k , b e l a s t d o o r 

een k r a c h t F = 60 kN, d i e l i n k s a a n g r i j p t 

en i n h e t l i n k e r d e e l een p o s i t i e f moment 

M = 60 kNm v e r o o r z a a k t . 
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F=6o 

•^60 

CL-hb 

' t V l l l l l l l l l l l l l l l l l i i i l l l 

H -

A l s we deze b a l k aan de a c h t e r k a n t b e k i j k e n 

- wat b i j een b a l k , d i e i n de r u i m t e h a n g t 

a l t i j d m o g e l i j k i s -• z i e n we d e z e l f d e b a l k , 

maar nu b e l a s t door een k r a c h t F = 60 kN, 

d i e r e c h t s a a n g r i j p t en i n h e t r e c h t e r d e e l 

een p o s i t i e f moment M = 60 kNm v e r o o r z a a k t . 

We hebben dan g e v a l b. 

We z i e n d a t g e v a l b, van v o r e n bekeken, 

overeenkomt met g e v a l a, van a c h t e r e n be

keken . 

D i t v e r k l a a r t ook waarom i n g e v a l a. en 

g e v a l b. de k r a c h t i n de h o r i z o n t a l e 

s t a a f EF even g r o o t i s ; 

= H = 40 kN ( t r e k ) . . 

We b e k i j k e n immers d e z e l f d e b a l k met d e z e l f d e 

b e l a s t i n g . 

A l s we de g e v a l l e n a. en b. su p e r p o n e r e n , 

v i n d e n we d a t h e t moment i n b a l k ASB i n e l k e 

doorsnede g e l i j k i s aan n u l . 

D i t kan worden v e r k l a a r d d o o r M - t o t a a l ( v o o r 

de h e l e c o n s t r u c t i e ) en M - v e r s t e r k i n g ( a l l e e n , 

t . g . v . de v e r s t e r k i n g s c o n s t r u c t i e ) a f z o n d e r 

l i j k t e t e k e n e n . 

We z i e n d a t M - t o t a a l e x a c t d e z e l f d e vorm h e e f t 

a l s M - v e r s t e r k i n g . A l s g e l d t d a t M̂ , = O dan 

v o l g t d a a r u i t d a t de twee momentenvlakken p r e 

c i e s even g r o o t moeten z i j n ; Mj_̂ 2̂.k ~ ^' 
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A l s we g e v a l a. en b, su p e r p o n e r e n z i e n we 

ook d a t de k r a c h t i n s t a a f EF tweemaal zo 

g r o o t w o r d t , Ŝ ,̂ = 2 . 40 = 80 kN ( t r e k ) . 

D a a r u i t i s a f t e l e i d e n d a t ; 

^CE = ^DF = ^0 kN. 

Tekenen we nu b a l k ASB met de e r o p werkende 

k r a c h t e n dan i s ook nu eenvoud i g i n t e z i e n , 

d a t de momenten i n ASB n u l moeten z i j n . 
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8öM 

4%^ y . ̂  )f—^ f ^ )f—^—+ 

5. VRAAGSTUKKEN 

V r a a g s t u k 1 

Bepaal de m o m e n t e n l i j n v a n deze v e r s t e r k t e 

b a l k met de g r a f i s c h e methode. 

Bepaal b o v e n d i e n de k r a c h t i n de s t a a f CD. 

V r a a g s t u k 2 

Bepaal de o p l e g r e a c t i e s , de k r a c h t i n de 

h o r i z o n t a l e s t a a f CD en de m o m e n t e n l i j n 

van deze v e r s t e r k t e b a l k . 

V r a a g s t u k 3 

Teken de M~, D- en N - l i j n van de b a l k ASB 

en b e p a a l de k r a c h t e n i n de s t a v e n . 

V r a a g s t u k 4 

Teken de M-, D- en N - l i j n van b a l k ASB en 

be p a a l de k r a c h t e n i n de s t a v e n . 

V r a a g s t u k 5 

Teken van de b a l k ASB van d i t hangwerk de 

M-, N- en D - l i j n . 
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V r a a g s t u k 6 

Teken de M-, N- en D - l i j n e n van b a l k ASB 

van h e t getekende s p r i n g w e r k . 

V r a a g s t u k 7 

Teken de M-, N- en D - l i j n e n van b a l k ASB 

van deze v e r s t e r k t e b a l k . 

Waarschuwing; Maak d i t v r a a g s t u k n i e t a l 

t e k l a k k e l o o s . 






